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Resumen.- El Método de las Ecuaciones Integrales es una potente alternativa a los 
Métodos de Dominio tales como el Método de los Elementos F-initos. La idea ensen-
cial es la corniJi1•ación de la clásica relación de la reciprocidad con la filosofía de la 
discretización del F- .E.M. 
La aplicación a algunos problemas reales ha demostrado que en ci ertoscasos el 8.1. 
E.M. es preferiole al F- .E.M. y ello es especialmente así cuando los problemas a 
tratar son tridimensional es y con geometría complicada. 
En esta ocasión se analizan comparativamente algunos aspectos matemáticos del pro-
cedimiento. 
INTRODUCCION 
De entre los problemas clásicos incluidos en la 
física matemática, la mec:ánica de los medios co!:!_ 
tínuos ha sido tradicionalmente una parte impor-
tante, tanto por su interés abstracto como por su 
capacidad de aplicación inmediata. 
_Desde los años 50 se ha producido una importa!:!_ 
te convergencia entre las investigaciones puras 
del análisis funcional y los métodos numéricos e~ 
pecialmente aptos para su aplicación en ordena-
dor. Ejemplo de ellos es el desarrollo experime!::!_ 
tado por el método de los elementos finitos (F.E.tv1) 
que tras una etapa de experimentación heurística, 
con aislados brotes de depuración, (BABUSKA y 
AZ 1 Z, 1972) está pasando en estos último años 
por una etapa de formalización y asentamiento en 
sólidas bases matemáticas (C 1 ARLET y RAVIART, 
1977). 
Como es bien sabido el F. E.M. no es mas que el 
método de GALERK IN con un espacio aproxima-
damente generado por funciones splines de pequ~ 
ño soporte. Al tratarse de una formulación débil 
con un producto interno definido sobre todo el -
dominio en estudio, es preciso discretizar éste 
por completo, lo que conduce a un importante nº-
mero de ecuaciones a resolver; presenta además 
problemas cuando el medio en estudio es infinito 
(ya que hay que recurrí r a acotarlo) y, final me!::!_ 
te, ofrece una representación defectuosa de cie.!:_ 
tas variables de campo. 
Pese a ello su claridad conceptual, así como su 
fác i 1 adaptación a problemas no 1 in ea 1 es han he-
cho que se convierta en un instrumento de uso CQ 
tidiano. En este sentido hay que reconocer que 
el F. E.M. ofrece como atractivo mas estimulante 
una filosofia de discretización congruente y unit~ 
ria, cosa que no se encontraba en métodos ante-
riores. 
En su contra cabría decir que el esplendido flor~ 
cimiento de investigaciones contínuas sobre sus 
posibi 1 idades ha impedido que otros procedimie!::!_ 
tos, con características en cierto modo comple-
mentarias, hayan sido convenientemente expiar~ 
dos. 
Este es el caso del llamado método de las ecuacio 
nes integrales singulares (B.I.E.M.) que, con 
hundir sus raíces en la teoría del potencial" al 
ser observado con la perspectiva de los últimos 
años aparece como uno de los mas interesantes -
caminos a recorrer. 
Con resultados prácticos inmediatos y lleno de 
interrogantes tanto teóricos como númericos, el 
B. 1 • E • M. ofrece un nuevo 1 uga r de encuentro p~ 
ra matemáticos, físicos e ingenieros o, según la 
terminología de Lord Kelvin, para todos los inte 
resadas en la "Filosofía Natural" 
EL ME TODO DE LAS ECUAC 1 ONES 1 NTEGRA-
LES SINGULARES (B.I.E.M.) 
Tres características suelen ser citadas en reJa-
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ción con la utilización del B.I.E.M.: Una ecuación 
del campo de tipo elíptico, una relación de reci-
procidad y una solución fundamental de las ecua-
ciones de campo. 
.Con objeto de situar el proce:o en el contexto gen~ 
ral de los métodos variaciona!es conviene ir apiJ.. 
cando esos tres conceptos. 
Sea A un operador 1 ineal simétrico definido posJ.. 
tivo que al ser aplicado a dos funciones u y IV_-
produce respectivamente los resultados f y f~! 
Au = f 
A IV = f* j j 
J 
( 1 ) 
Una expresión integral de (1) se obtiene mediante 
los productos internos 
A u, IV j ) D = (f, IV } D 
liE 
Awj'u) 0 =(fj,u) 0 
(2) 
Como es sabido los primeros miembros pueden d~ 
sarrollarse como: 
(Au, IVj) D =a (u, IV}o+ b (u, IV j) ao 
(A IV j, u) D = a (IV j ,u) D + b ( IVj' u) a.J 
(3) 
Usando (3) la sustracción de las dos expresiones 
(2) conduce a 
puesto que a ( • , • ) es una forma bi 1 ineal simé-
es decir, la solución fundamental de A, se obtie 
ne una relación 
u(x_) +b (u,wJ 
0 
= b( ~,_,u) 
0 
+ (f ,IVJJ 
0 J J a J a (6) 
"f _e D 
XJ 
que en elasticidad corresponde a la llamada ide!2 
ti dad de SOM 1 GL 1 ANA (LOVE 1944) y en teoría -
del potencial permite expresar el valor de aquél 
en un punto como la suma de un potencial de sirrple 
capa, otro de doble capa y una distribución esp~ 
cial (COURANT Y HILBERT,1953; KELLOG,1953 
F OLLAND, 1976). 
El método de los elementos de contorno implica un 
paso al límite 
X -? y j j (7) 
x eD;y_e 
j J 
y una interpretación de las integrales singulares 
en el sentido de su valor principal (6) se transfo.!: 
ma así e;¡ 
e u (y_) + b (u, IVJ ~ = b (IV_, u)')!""\ + (f, IV _) D 
J J<u J <u J 
'tt e ao-
yj 
donde e es un conjunto de constantes que dependen 
exclusivamente de la 1 isura de a D en punto y_. 
En particular si y_ no es un punto anguloso c=J~ 1 
donde 1 es la matr~z unidad de tamaño correspon-
diente al problema en estudio. 
trica. Observese que las incógnitas del problema están 
La primera {3) puede identificarse con una form!:!. 
!ación débil del problema inicial si a las IV_ se 
les exigen las condiciones adecuadas. Físidame!2 
te, en elasticidad, representa el teorema de los 
trabajos virtuales. Desde un punto de vista num~ 
rico es la base del método de los elementos fini-
tos cuando D se sustituye por un dominio aproxi-
mado Dh y se supone u formada como superp2. 
sición de funciones spline en número finito. 
Por su lado (4) es una relación de reciprocidad 
bien conocidad en elasticidad con el nombre de 
MAXWELL-BETT 1, o en teoría del potencial con 
el de GREEN. A nosotros nos interesa especial-
mente como base de una serie de métodos numérJ.. 
e os, denominados de contorno , debido a que las 
integrales que aparecen el primer miembros se 
real izan en a D. 
liE 
Si se elige f _ = O se obtienen los 11 amados méto-
dos de TREPFTZ (KANTOROVCH Y KR ILOV 
1964; COLLATZ 1966; REKTORYS , 1977). 
Por otro lado si se toma 
liE 
f j = o (x j) 
Sevilla 7-9 Mayo 1980 
(5) 
relacionadas exclusivamente con valores en el 
contorno[\ ya que '.anta f como 1\J _ (relacionadas 
mediante un producto interno en or son conocidas 
y por ello el segundo sumando del segundo mi611rro 
de (8) es conocido. 
El B.I.E.M. se obtiene cuando a (8) se le apli-
ca la filosofía de discretización del método de los 
elementos finitos. Para ello conviene explicitar 
la forma de b. Si por E designamos el operador 
de las condiciones esenciales de contorno y por 
N el de las condiciones naturales (8) puede escrJ.. 
birse como 
En el B.I.E.M. se aproxima 
N u "'a 
i 





= 1 ,2, ••• N · 
(9) 
(1 O) 
donde el índice repetido indica sumac ión y cada 
IV_ es la variable de campo correspondiente a la 
1 
aplicación o(xJ en una serie de puntos x_ o no-
1 1-
dos del contorno entre los que se extienden ele-
mentas que aproximan la superficie real de modo 
que 
X"' C X. i 1 
(11) 
a_; b_; c. son llamadas "funciones de forma" y en 
el ca
1
so de a.== b. == c. se llega al concepto de ele 
1 ; 1 --
mento isoparametrico . En algunos casos, sin 
embargo, es corriente tomar a. ==c. que corres-
ponde a la idea isoparamétriia de
1
1 F.E.M. y 
para b. se escogen funciones distintas. Ello pue 
1 -
de venir recomendado por la necesidad de simu-
lar, por ejemplo, singularidades en Eu. (F'ARIS 
et. al, 1979). 
Haciendo las citadas sustituciones se obtiene el 
sistema 





1 J 1 J ao J 
( f' ljJ ) ( 1 2) j D 
donde se observan dos características inconve-
nientes del método: la asimetría de la matrices 
A .. = (a_, E IV ) ao 
IJ 1 j ( 13) 
B .. = (N lj¡_, b.) "D 
IJ J 1 a 
y su caracter de matriz llena debido a que las lj¡_ 
están definidas en todo el contorno. Algunos au:!. 
tares (BABUSKA, 1978) cuestionan por ello la 
elección de las a., b. como splines poi inómicos. 
No obstante esta 
1
ele¿ción es del mayor interés 
para que se mantenga el significado físico de los 
coeficientes en la (10) 
1 ncorporando el primer sumando al segundo es -
posible escribir 
Au-Bv=P (14) 
donde u es un vector que recoge los valores natu 
rales de la variable de campo, v los esenciales 
y P los productos escalares ( f, ~~ ): 
J 
El tamaño de las matrices depende del problema 
en estudio. En elasticidad tridimensional por -
ejemplo, 3N x3N donde N es el número de nodos, 
u recoge los valores de los movimientos nodales, 
Bes 6N x 6N y v recoge los valores Tu antes y 
después de cada nodo. (Bes reducible en 3N x 
3N recogiendo 1 a continuidad del estado de tensi2_ 
nes en el interior del dominio D (ALARCON et al. 
1978). 
La imposición de las condiciones adecuadas de -
contorno permite finalmente llegar al sistema 
KX=F ( 15) 
resoluble mediente cualquier procedimiento. 
Obtenidos los valores que aproximan la función 
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a una aplicación de (6) con la hipótesis (10) per-
mite calcular valores de interés en eL interior -
del dominio. Además de la llamativa ventaja de-
reducción en una dime:1sión de la zona a discreti. 
zar, la última característica citada es una de las 
mas interesantes propiedades del B.I.E.M. toma 
sólo las incógnitas básicas y deja al usuario en 
1 ibertad de escoger los puntos interiores que e~ 
time conflictivos. 
En cuanto a eficiencia numérica cate decir_ que 
los resultados obtenidos en el B. 1. E.M. tienen, 
a igualdad de aproximación, una mayor precisión 
que los producidos por un programa F .E.M. Los 
tiempos de cálculo (C.P.U.) son en general sup~ 
riores, salvo cuando se trata de problemas trid_!_ 
mensionales en los que el B.I.E.M. tiene una IJ.. 
gera superioridad que se ve acrecentada si se -
tiene en cuenta el tiempo de discretización y pr~ 
paración de datos. 
El mayor porcentaje de tiempo se invierte en el 
cálculo de los elementos de las matrices A y B 
debido a las pecualiaridades de la solución fund~ 
mental. Cuando se recurre a interpolaciones m~ 
diante funciones de forma cuadráticas o de orden 
superior el cálculo de elementos no puede reali-
zarse en forma analítica y es preciso recurrir a 
una integración numérica. Con objeto de·tener en 
cuenta la sensibilidad de esa integración a la si._n 
gularidad de la integral se han desarrollado pr2_ 
cedimientos de selección automática del número 
de puntos de integración ( LACHA T Y WA TSON, 
1978; RIZZO y SHIPPY 1979) que, en esencia, 
hacen uso de unas conocidas cotas de error esta 
blecidas por STROUD y SECREST 1966). 
En otras ocasiones se ha uti 1 izado una aproxim~ 
ción logarítmica (ALARCON y DOMINGUEZ, 1979) 
que permite utilizar formular tipo GAUSS con-
ponderación de aquél tipo. 
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APENDJCE J. DEFINICIONES 
Con objeto de precisar concepto y aprovechar al 
máximo e! e:pacio ofrecido a esta comunicación 
nos centraremos en medios elásticos. 
Def. 1 .- Un medio elástico. 
D ( p, A, ~, x., n, y) es un dominio geométri-
co D con contorno D que puede variar en el in-




]= te í-\ 1 t
0 
<_ t :_t 1 
mas un conjunto de constantes características del 
problema en estudio. Con las condiciones 
p> o ~>o 342~>0 _!_ > o 
n 
En particular, por ejemplo 
x> o 
Def. 2.- Un estado termoelasto-dinámico 
del medio D ( p , A , ~ , y , n, x ) en el intervalo 
T = [t 
0
, t ] , sometido a las fuerzas por unidad 
de volume~ X y a los focos térmicos Q es la tria-
da [u, o, 0] que cumple 
1) o e e 1 ( D X T) 
2 1 
u ' e e e (D X T) A e (1) X T) 
JI) o .. , 
1 J 
-t. e 
JI 1) o ij 
donde: 
. +X.= p ü. 
J 1 1 
Q é 
- --- n 
X X 
= ó .. ( A. uk k - ye) + 
lj ' 
X.: D xT .... R 
1 
u. : D xT .... R 
1 




.) j. 1 
o .. Dx T .... R 
1 J 
e: D X T .... R 
e2s llamada "temperatura" del medio, u vector de 
movimientos y o tensor de tensiones . 
Las relaciones JI, son respectivamente, la ecu~ 
ción de equilibrio y la ley de conducción termoe-
lásticas, mientras que 111 es la)ley de Duhamei-
Neuman (LANDAU & Ll F- SH 1 TZ, 1969). 
Definiciones obviamente derivables de la Def. 2 
serían las correspondientes a los estados elasto~ 
táticos, elastodinámico, termoelástico, térmico 
transitorio y térmico permanente. Otra definición 
de interés en problemas sismológicos es la que-
corresponde al estado termoelástico oscilantes~ 
gún lo siguiente 
Def. 3.- Un estado termoelástico oscilante del 
medio D ( p , >., ~ , y , n , x) sometido a las fue.!:_ 
zas por unidad de volumen X y a los focos térmi-
cos Q es la triada[ 'J,o, e] que cumple 
1 
1) o e e (D) 
u, e e c
2 (D) AC 1 (D) 
JI) . +X.+ 2 =o o .. pw U; 
IJ ,J 1 1 
2 
- v e = 
Q 
-i w e -
X X 
11 1) o 
i j 
donde 
X., Q, u., o . ., e : D .... Z 
1 1 1 J 
y w es un número arbitrario llamado frencuencia 
de la oscilación. 
De la definición 3 pueden asimismo deducirse los 
estados térmico oscilante y elástico oscilante en 
forma inmediata. 
Operadores elásticos 
La combinación de las condiciones 111 y 11 permj_ 
te obtener las ecuaciones de campo del problema. 
En el caso de la Def. 2 ello conduce a 
~ l u+ (A.+~) grad div u- Ygrad e+ sobre w2 + 
~ i 6) 
mientras que en el caso de Def. 3 ello conduce a 
2 . 2 ~ v u+ (A+~) grad div u-Ygrade+¡Y>' u+X=O 
( 17) 
Ambos casos son generalizaciones de las llama-
das ecuaciones de Navier para el caso elastostá 
tic o 
2 ~V u + ( A+~) grad div u X = O (18) 
que permite introducir el operador diferencial 
2 
A ::=A =o ~ V + (A+~) 
ij ij 
y escribir ( 18) como 
Au+X =0 
o bien A u +X = PÜ 
en el caso elastodinámico. 
Análogamente podría ponerse 
A u+X=O(pü) 
w 
con A -Aw=A +o 
w ij ij ij 
2 
a 







Operadores de campo mas generales pueden defJ. 
nirse en forma análoga y, en particular, para el 
caso de la Def. 3 se escribiría 
donde 
con lo que 
B B~. 
w 1 J 
si k,j = 1 ,2,3, 
a 
=-Y-- si k= 1 ,2,3, 
a xk 
a 
wn-- si j= 1 ,2,3 
axj 
2 i w 
V + --
X 




donde U.= u. 
1 1 
u = e 
4 
1.2.3 .... H.=X. 
'o' 
H =-4 X 
(26) 
Los operadores de tensión se pueden obtener a -
partir de la Ley de Cauchy 
\) 
T = a v 
ij (27) 
mediante la condición 
\) 
T = v AU eS + l.l (u + u ) v 




+ 2 ~-- +IJ( u -u ) v 
a v i, j j, i 
con lo que 
v a 
T ::= T =Av -- + 
ij i a xj 
v a 
l.l --+¡.¡o --j a xj ij a v (29) 
y T Tu 
\) 
En el caso termoelástico T = P U (30) 
y donde 
p = T 
ij ij 






ij = 1 ,2,3 
.1 ,2,3 (31) 
1 ,2,3 
APENDICE II.SOLUCIONES FUNDAMENTALES 
Ecuación de Laplace en R3 
2 
V u= 0 
solución fundamental 
1 1 
'.r;- 7- '- . 2 2 y • 1 
Teorema de reciprocidad (fórumla de Green) 
si v (x) ~E ly-x) 
Fórmula de representaciión 
Ecuación de Stokes en R 2 
incog. 
Solución funamental (matriz de LADYZHENSKAYA) 





...!..._ [ lg /x/ • ..2..,., j : - __!.____ ~2 - i • + lg ix/ 




- _.!...._ ~ : _2_ [lg /x/ • ~] 1 - _.!....__a_ ic ·x, 
---~~~---~~~=--------+-~-~~--------~~~~-~---=-~--~:..~--~---
-.....!.... ~ lg /x/ 1 - ____!_ ~ lg /x/; v d ----~-~---~~---------~---=-=--=:! _______ 1----------------
T eorema de reciprocidad 
Fórmula de representación 
uk (y)= la[) a ij (u) nj (x) E:l-: (.•··y) - ~D u¡ (x) o ij (Eh (x-y!) nj 
k= 1,2 
"'(y) ,. 2 '' ah n.l xl u. (~)-J 1 
- 1 p (x\ Li] h-y) 1'¡ lxl 
a o 
Ecuaciones de Helmholtz 
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Condiciones e 1 u (y) 1 5.. /y; 
e 
/grad u (y) 1 _:: --2 
/yí 
$u . /~n -tku/5._ 
solución fundamenta 1 
E (x) 
Fórmula de representación 
Oerivadd rcso..:-cto a 1~ ~ormal 
en el esfí'ra de r·ado 'Yt • 
u (y) ; 1 a u (x) E (x-y) d y (x) -! u (x) 
[ E (y-x) ] d Y (x) 
a o a n aD 
Elasticidad estática (ver apartado 2) en E 3 
Solución fundamental (matriz de KELVI N) 
r kj he) : A 
A -+ 3 ~ 
l' ::::; ""'4-.-~ 7( .,.... -.. -;:-2a.:) 
A + ~ 
41~-r~::;z"' 
Fórmula de representación: Fórmula de SOMIGLI~ 
NA. 
Oscilaciones Armónicas (ver apartado 2) En E 3 
A"' u :O 
Solución fundamental (matriz de KUPRADZE) 




1 a 1 
: ~ 1 .. 2 ~ 
k2 
_!_'.u < -n' S ~ z,.,;z 2 ~ 1 
Termoelasticidad oscilatoria en E
3 
(ver aptdo.2) 
B'"' u :O 
Solución fundamental (matriz de NOWACK 1) 
E 
k1 
{'¡ l f' /x/ 




- '~¡"4 < 1·-\_4) _a_] .. 
3 "k 
Fórmula de representación: fórmula de SOM 1 G L 1 ~ 
NA y DUHAMEL 
T ermoelastic idad en E 
3 
(ver apartado 2) 
6 j..4 6 j4 
2 • ¡,,¡ 
.. ; 
(-1)' (1- iwx -1 Al -2) <6¡, + ~ ?ll 
1 
2•(1+2¡.) <•;-.;) 
Sevilla 7-9 Mayo 1980 
(-1}' ( 6 11 + ~~,> 
~ ? 
2 • ( A + 2 u) ( A; - A;> 
(-1}' (A~- k~) 1611 + 6zt1 
T = 1 2 2 '\ 
2• ( .2 -. 1)1 
SUMMARY 
Boundary integral equation method (B.I.E.M.) 
is a powerful alternative to the domain methods, 
as the well know Finite Element Method (F .E.M.) 
The esential idea, are the combination of the -
classical reciprocity re!ations with the discreti-
zation phylosophy ofF .E.M. 
The reduction in dimension of the domain to be 
discretized, the easy treatment of infinite domains 
and the high accuracy of the results are the main 
adventages of B. 1 • E.M. Between the drawacks 
the nonsymetry and non sparseness of the matri-
ces to be treated are worth remembering. 
Application to severa! real problems has shown 
that in certain cases B.I.E.M. is better than 
F .E.M. and this is specially true when tridime!:!_ 
sional problems of complicated geometries have 
to be treated. 
Active research is in progress of its extensión 
to nonl inear and time dependent probl ems. 
